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Aula 5: Sistema de Coordenadas



Antes de Comecarmos \‘

Conceitos matematicos da aula de hoje:
Matriz Inversa
Mudanca de Base / Mudanca de Sistema de Coordenadas
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Transformacoes Inversas \‘
M- 1

M-1 é a transformada inversa de M, tanto no sentido
algébrico, como geomeétrico.

t M ¢
) —-
\c;:/ >

t wM!
./«.;'.E _'-‘J\I df—
| =l )

&)
el >

Insper



Transformacoes Inversas

Se M é a matriz de uma transformacao geomeétrica, entao a
matriz de sua transformacao inversa € M-! (matriz inversa).

Lembre-se que
M-M1t=M"1M=1I

Ums/

I={0 0 1
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Exemplo para pensar

Quero pegar esse adesivo e reposiciona-lo em
outra forma e local da minha parede.

[— [—

Podemos pensar nisso como uma mudancga de sistema de coordenadas =
23 mudanca da base + mudanga da origem do sistema Insper



Mudanca de Base

Eventualmente, podemos realizar mudancas do plano para o espaco:

f(u) =uja; + uza;

Neste caso ul e u2 sao coordenadas 2D e al e a2 vetores 3D

Os vetores da transformacao podem ser codificados numa matriz

a1,x a2x
A= | ayy azy
| A1,z A2z

Uma multiplicacdo de matrizes vai realizar o calculo desejado

ayx A2 ” ay, Uy + g x U
ary @2y [ 1y ] = | @yyd1 +agylzx | = Uja) + Uzap
A1,z A2z ai Uy +azyup

Insper

24



Sistema de Coordenadas \‘

Um novo sistema de coordenadas € definido por uma origem (ponto)
e um conjunto de eixos (vetores linearmente independentes). Em
geral usamos vetores unitarios para definir o sistema de

coordenadas.
v

> I

Dadas as coordenadas no sistema de referéncia (o, u, v), qual é a

transformacao para as coordenadas em (X, y)? fiegh
nsper
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Matriz de mudanca de sistema de coordenadas\‘

As colunas da matriz sao definidas
_yu pelo sistema de referéncia nas
o coordenadas no mundo.
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Mudancga de sistema de coordenadas 3D \‘

A mudanca do sistema de coordenadas para 3D € realizada
com uma matriz 4x4.

f(u, v, w,0) = [

HVWO:uyVyWyOy
0 0 0 1

Insper
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Sistema de Coordenadas : Exemplo

Escreva uma matriz T representando essa transformacao:
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Sistema de Coordenadas : Exemplo

Escreva uma matriz T representando essa transformacao:
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Sistema de Coordenadas : Exemplo

30
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Vamos testar com o ponto (1,1).
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Sistema de Coordenadas : Exemplo ‘

A
Vi Nz
<7'7

E se quisermos fazer o Inverso?

Matriz Inversa

<« (1.7,-0.3)

Calcule o determinante da matriz.

Transponha a matriz original.

Calcule o determinante de cada sub matriz.

Crie a matriz de cofatores.

Divida cada termo da matriz adjunta pela determinante.
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Sistema de Coordenadas : Exemplo \‘

Vamos testar:
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Sistema de Coordenadas : Exemplo
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Do espaco do mundo (World) para o espaco da camera (View) ‘

Vamos transformar do espaco do mundo para o espaco da camera.

- (View) Por exemplo:
amera (View
Um mesmo ponto P.

Tem valor:
P = (0, 0, 4),, no espaco do mundo.

Tem valor:
P =(0, -1, 1), no espago da camera.

Mundo (World) Insper
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Transformacoes para Visualizacao e Perspectiv N

(0,0) (w,0)

R

(0,h)® ® (w.h)
2
Modelando a cena em Rasterizagao em
coordenadas do mundo 3D coordenadas da tela em 2D
(world Space) (Screen Space)

Insper
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Espaco de Coordenadas da Camera (View) \‘

36

Usaremos esta convencao para
o sistema de coordenadas
padrao de camera:

e camera localizada na origem
« olhando pelo eixo z negativo
* 0 vetor vertical € o eixo y
* eiXo X

— ortogonalayez

— apontando para direita

Insper



Espaco de Coordenadas da Camera (View) \‘

Imagem Resultante
(eixo z como se estivesse saindo da tela)

Insper
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Camera no Mundo ‘

A camera deve ser definida de alguma forma no espaco de coordenadas do Mundo.
Uma opgdo é posicionar e indicando onde olhar.

Ve /A

Funcao LookAt:
e Entrada: at, up, eye: fornecidos em coordenadas do espaco do mundo (3D)

e Saida: matriz de transformacio do espaco do mundo para o espaco da camera
Insper
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Identificando coordenadas ortonormais \N

at - eye
w =
at - eye] i 1
eye
w < 'l_]_p (ponto)
U =
t
|w X up| (poanto)
u X w
v =
|'U: X wl Perceba que a dire¢c&do do

vetor w nao é a mesma que
definimos como nosso padrao
de orientacao dos eixos.

Ja iremos tratar essa questao.

X é o produto vetorial

Insper

39



Como fazer essa modificacao? (pensando em 2D)\w

4 N N

AR
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Duas interpretacoes para uma transformacao

Interpretacao 1: transforme os pontos do objeto

IS U S R
— T(-1,-1)——5(0.5,0.5) — R(45°) —— T(1,1)|—

Interpretacao 2: transforme 0 sistema de coordenadas

0 & b-a( <

—T(1,1) S(2,2) — H( 450) T(-1,-1)—

Insper
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Funcao "LookAt"

A funcao LookAt cria uma matriz de visualizacao (LookAt Matrix)
que transforma os vértices do espaco do mundo para o espaco
da camera (View).

Fasition: {

00,0
Fotation. (0.0, 0

43 http://www.songho.cal/opengl/gl_camera.htm| IDSPEI'


http://www.songho.ca/opengl/gl_camera.html

Camera no Mundo

Uma outra opgao € transladar e rotacionar ela como se saisse da origem.
Cada técnica tem suas vantagens e as vezes sao misturadas.

A Y

v

Insper
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Exemplo: Transformacgao Simples de Camera ‘

Considere um objeto posicionado no mundo.
Considere a camera na posicao (4, 2, 0), olhando pelo eixo X.

Ay ]

Z

Quais transformacgdes no sistema de coordenadas sao necessarias para
colocar a camera na origem vendo pelo eixo -Z7?

« Transladar os vértices do objeto por (-4, -2, 0), para fazer a cAmera na origem.
« Rotacionar os vértices do objeto por m/2 no eixo Y, para fazer a camera olhar por -Z.

* A conveniéncia de fazer essa mudanca de sistema de coordenadas ficara logo claral Il’l er
45



Inversa de Bases Ortogonais

2 Matrizes ortogonais

Dada uma matriz quadrada M sua fransposta, denotada M*, é uma matriz
cujas linhas sio as colunas de M, ou seja, se M = (a;;) e M* = (b;;) se
verifica b;; = a; ;.

Definigao 1 (Matriz ortogonal). Uma matriz M ¢ ortogonal se € inversivel

e M~' = M', ou seja,
MM = M'M = Id.

Observe que se M & ortogonal entio sua transposta também é ortogo-
nal (veja que (M*)~' = M). Portanto, a inversa de uma matriz ortogonal
também & ortogonal.

Propriedade 2.1. Uma matriz orfogonal ¢ uma matriz cujas colunas {ou li-
nhas) formam uma base ortonormal (de fato, isto é uma definigdo geométrica
alternativa de matriz ortogonal).

Prova: Para simplificar a notagio veremos a afirmacio para matrizes 2 x 2.
Seja M uma matriz ortogonal cujos vetores coluna sdo u = (a, b) e v = (e, d).

_aptar_ (@b a ¢\ _(aa+bb ac+bd )
I _M‘”_(r_d)(b d)_(ar:+bd ce+dd |

_furw o u-vy (10
“"\Nuww vew ) ONO L)

Logo
uw-u=v-v=1, u-v=40
¢ u e v formam uma base ortonormal. O

De fato, o argumento anterior mostra o seguinte:

Propriedade 2.2. Uma matriz ¢ orlogonal se, ¢ somenle se, seus velores
coluna formam uma base ortonormal,

Multiplicando MM*, v. obterd a mesma afirmaciio para os vetores linha:

Propriedade 2.3. Uma matriz € orfogonal se, e somenfe se, scus velores
linha formam uma base ortonormal,

Observacao 1. O fato anferior implica que a matriz de uma rotagdo ou
de um espelhamento (na base candnica) é wna matriz ortogonal. Também
implica que a matriz de uma projecdo ndo € ortogonal (em nenhuma base).

Para matrizes ortonormais a Inversa ¢ a matriz
transposta (T"=T").

46 Fonte: hitp:/www mat puc-rio.bricursos/MAT1200/roteirosl/aula21b pdf  1NSPET
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Camera olhando para uma direcao qualquer

N

Considere a camera na origem olhando para uma direcao w.
Qual transformacao no sistema de coordenadas que rotaciona a camera para

estar olhando pelo eixo -Z7?

Ay ;;1;.
u ““ “‘.II
AT« :
i L
? [ ' |
X

Com uma base ortonormal para a camera

A matriz de rotagado (mudancga de base) R, mapeia
O €ixo X para u, 0 eix0 y para v e 0 eixo z para -w

u; VvV; —WwW;

47

Porém precisamos do inverso disso:
u,; uy u.

-1 T
R "=R"=| v, vy v,
—Wg —Wy —W,;

Isso € mesmo a matriz inversa?

Riu=[u-u v-u —w-u]T=[l 0 {]]T
R.T‘\-’:[l.l-\-' AR —w-v]T=[ﬂ 1 D]T

RTWZ['I.I*W v-.w —w-w]T=[U 0 —I]T

Insper



Transformacao \‘

A matriz do espaco do mundo para o espaco da camera € uma
mudanca do sistema de coordenadas para o espaco (u, v, -w, e)

1 0 0 e [u, v, —w, O
0 1 0 ey |u, v, —w, O
0 0 1 e,|] |u, v, —w, 0
0 0 0 11 L0 O 0 1

Insper
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Inversas do produto de duas matrizes

A inversa do produto de A por B € igual ao produto das matrizes
inversa de B pela inversa de A

(T-R) '=R*'. T

A,

Insper
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Transformacao de "Look-At" \‘

ex- -ux Ve —Wy
. uy Vy —W
€ u, Vv, —W;
11 LO 0 0

o= O O
¢
<

<
~o o9

==
oo R O

A transformacao de “look-at” € o inverso da matriz acima:

u, V, -W; € u wu, u, 0 1 0 0 -e,
u, v, -w, e Ve vy v, 0 0 1 0 -e,
u, vV, -w, e, |-we -wy, -w, 0 0 0 1 -e,
0 0 0 1] 0 0 0O 1f |0 0 0 1]

Insper
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Concluindo a Matriz Look At

51

0

2o o g

==

0 0 —e, [ Uy Uy, Uz
1 0 —ey|_| U Uy Vz
0 1 —ef |=Wx Wy -—-w
0 0 1 | 0 0 0

Uy Uy U,  —U-€]

Uy Uy U, —V-e
—wy —W, —-w, w-e
| 0 0 0 1

N

Wyey + wyey, + wye,
1
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ATIVIDADE: Sistema de Coordenadas \‘

Acesse 0 documento
Realize todos os exercicios.

Voltamos em 30 minutos?

Insper
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Segunda parte do projeto 1 (entrega 1.2) \‘

um_triangulo.x3d triang3d.x3d

zoom.x3d

https://Ipsoares.qgithub.io/Renderizador/
Insper


https://lpsoares.github.io/Renderizador/

Computacao Grafica

Luciano Soares
<|psoares@insper.edu.br>
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