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Aula 4: Coordenadas Homogéneas e Quaternions
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Retomando da ultima aula:

Coordenadas Homogéneas (em 2D)
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Coordenadas Homogéneas (em 2D)

Adicionar mais uma coordenada (coordenada w)
Ponto 2D : (x,y, 1)T

Vetor 2D : (x, y, O)T

A matriz para translacao entao fica:

x’ 1 0 ¢, x T+ t,
y | = (0 1 ¢, y| = |y+ty
w’ 0 0 1 1 1
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Coordenadas Homogéneas (2D)

Ideia: representa pontos 2D com 3 valores (coordenadas homogéneas)
Podemos usar a descricao 2D-H para coordenadas homogéneas em 2D
Logo as transformacoes sao representadas por matrizes 3x3

Para se recuperar as coordenadas 2D de um ponto, basta dividir por w

:I: - -
T/ w
LT
- w — ) )
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Propriedades das Coordenadas Homogéneas

Operacoes em coordenadas homogéneas:
(validas se a coordenada w do resultado for 1 ou 0)

vetor + vetor = vetor

ponto — ponto = vetor

ponto + vetor = ponto
= ?2?

ponto + ponto

g Insper



Composigao de Transformagoes \‘

E possivel fazer a

composicao de

transformagoes mais Refipxto

basicas para conseguir < D

transformacoes mais

complexas. .~
\F:ataw;in

/'I"rans lacao
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Composicao de Transformacoes \‘

A f(x) = T31(S0.5(x))

flxs) f(x2)

: f(xo) flx1)
> - } ; : ' >

4 f(x) = Sus(Tal(x)]
Observacao: a ordem em que as 1 ——
transformacoes sao aplicadas importa!

 superior-direito: escala e translada | Hx“}.ﬂx“}

- inferior-direito: translada e escala _ f (xo) f(xa)

v Insper
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Composicao de Transformacoes

As matrizes podem nos ajudar a compor transformacoes?

- T'r ' r s -~ #
Rotacao de 3 rad anti — horario : Reflexao no eixo x :

) —1 (1 0
R%:(l 0 ) R"‘(n —1)

R xRe= (3 0)% (0 2)=(1 o

Insper
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Composicao de Transformacoes

ReexRe= (] )% (o )= o) G o)
s} Primeiro reflete em x e, depois,
4 Rz (R, (v) rotaciona p|/2
3 U

A composicao obtida aplicando a
transformacao A seguida da B &

indicada por:
1 o[~ 1 2 3 4 5 3 BoA= B(A(l?))
-1 x\.\
, A matriz dessa composicao e:
? Dt Mg X M,

Insper
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Composicao de Transformacoes

Observe o que acontece invertendo a ordem:

Ry X Ry = (é _'5‘1) > Gl _{}1) _ (_01 —01) R:(v) \ 4

Primeiro rotaciona pi/2 e,
depois, reflete em x.

J'rr'.{ff_lr'i]- -4

Insper
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Composicao de Transformacoes (2D-H)

E como fica nas coordenadas homogéneas?

escala Sy 5 seguida de translagao Ts ;.

L B 3 /0,5 0 0\ 0,5
T3,1 X5ge = (O 1 1) X| 0 0.5 0] = ( 0
0O 0 1 9 0 1/ 0

05 0 3\ /% 0,5x + 3
( 0 05 1) : (y) (D,Sy + 1)
o o 1/ \1

1

14

0 3
05 ‘1
0 1

|
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Sumario de Transformacoes Geomeétricas Basicas \‘

Lineares: Transformacoes Afim:
flx+y)=f(x)+ f(y) Composicdo de uma transformagdo linear + translagdo
flax) = af(x) f(x)=g(x)+b
- Escala
* Rotagao Isometria
- Reflexao Preserva a distancia entre os pontos (comprimento)
« Cisalhamento f(x) - f(y)| = |x -y
« Translacao
Nao Lineares  Rotacgdo
« Translacao - Reflexdo

Insper
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Teorema - Transformacgoes Geometricas Basicas \‘

Toda isometria do plano, distinta da transformacao
identidade, € uma, e apenas uma, das seguintes
transformacoes: translacao, rotacao, reflexao em

relacao a uma reta ou reflexao transladada.

Insper
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Indo para o espaco 3D
Usando coordenadas homogéneas em 3D
Ponto 3D : (x,y, 2z, 1)T
Vetor 3D : (x, y, 2z, O)T

Matrizes 4x4 para transformacgodes afim:

/:17:\ /a
Y

d

(%)

b
e
h
0

2’ g
\1/ \o
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Indo para o espaco 3D
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Transformacoes 3D como matrizes 3x3 e 3D-H como matrizes 4x4

Sz
Escala: Sc=10
0

1
Cisalhamento: H:a = |0
(em x) 0

Translacao: Ty

3D

= o o =

= o = o

::n—tc.;::.'I

Tcor

]

—

wn
B

= o O

o o O =

3D-H

0 0
S, 0
0 S,
0 0
3D-H
d, d.
1 0
0 1
0 0

=

= o o

o o O

N
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Comutatividade da Rotacao (em 2D)

Em 2D a ordem da rotacao nao importa.

rotacione 40° rotacione 20°
ﬁ ﬂ

rotacione 20° rotacione 40°
#l ﬂl

Mesmo resultado. Bom! E comutativo

19
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Eixos e Rotacoes em 3D

......

-axXIs

20

P X-axis
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Comutatividade da Rotacao (em 3D)

Experimento, gire a garrafa (sempre no .
sentido positivo da regra da mao direita): p—y
P——

« Gire 90° em torno de Y, a seguir 90° em
torno de Z, a seguir 90° em torno de X

« Gire 90° em torno de Z, a seguir 90° em
torno de Y, a seguir 90° em torno de X

Y
ol
PN NN W -

Houve alguma diferenca?

’[r ™ ,’ o™
TR

Nao € o mesmo resultado.
Isso pode dar problemas.

6(
\¢

Insper
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Rotacoes em 3D por angulos de Euler ‘

Rotacao sobre os eixos:

3D _ 3D-H _ {
Lo o 1 0 0 0
R.p= |0 cosf —sinf| R,p= 0 C'_:}SG —sin6 0
0 sind cosf 0 sin®# cos@ 0
0 0 0 1
cos@ 0 sin# co;ﬁ’ 2 5139 g & ‘ -
Ryo = D Lo Ryo = —sinfl 0 cosf 0
—sinf 0 cos#
0 0 0 1
Z
. ‘cosf —sinf 0 0] 0S pontos que estiverem
cosf —sind 0 sinf cosf 0 0 sobre o eixo de rotacéo
R.p=|sinf cosf 0| R.p=|"/ 0 1 0 ficam inalterados.
0 o1 0 0 0 1

Insper
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Problema 1: Ordem das rotacoes N
N\ 772N\

IXY

XZY

Insper



Rotacoes em 3D — angulos de euler \‘

Como expressamos rotacoes em 3D?
Possibilidade: aplicar rotacdoes em torno dos trés eixos? (X, Y, Z)
Essa proposta € chamada de angulos de Euler

Insper
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Problema 2: Gimbal Lock

Conforme se executa rotagdes, uma rotacao pode chegar a
anular outras rotacoes.

25
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Problema 2: Gimbal Lock

Video sobre Gimbal Lock

https://www.youtube.com/watch?v=zc8b2Jo7mno

26
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https://www.youtube.com/watch?v=zc8b2Jo7mno
http://www.youtube.com/watch?v=zc8b2Jo7mno

problema 3 : SLERP

Interpolacao de rotacdoes podem ficar muito estranhas

27
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Rotagoes em 3D ‘

28

Para definir cada um dos angulos a area de aviacao usa os

seguintes termos:

Center of
mass /
v |

\/ Roll '

Wikipédia: Os Angulos de Tait-Bryan (nomeados através de Peter Guthrie Tait e George Bryan),
sao um tipo especifico de angulos de Euler usados normalmente em aplicacdes aeroespaciais para
definir a relativa orientagao do aeroplano. Os trés angulos especificados nesta férmula sao
especificados como empinamento (pitch ou 6), cabeceio (yaw ou w) e balanceio (roll ou ).

https://pt.wikipedia.org/wiki/% C3%82nqulos de Tait%E2%80%93Bryan Insper



https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%82ngulos_de_Tait%E2%80%93Bryan

Representacao Alternativa de Rotacoes 3D

Quatérnios.

a + bi + cj + dk

The Strange Numbers That Birthed Modern Algebra; Quanta Magazine

32
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Quaternios \‘

Podemos pensar os numeros Complexos (C) como uma
extensao dimensional dos numeros Reais (R).

Dessa forma, os Quatérnios (H) sao uma extensao para uma
quarta dimensao dos numeros Reais.

Insper
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O que sao Quatérnios

34

e S3o0 quatro valores reais e trés unidades imaginarias:

a+ bi+ cj + dk
Imaginarios:
i‘=j*=k*=-1, ijk=—1
ij=k, jk=1, ki=]j
ji=—k, kj=—i, ik = —j

Reais (escalares)

a,b,c,d

N

Obs: Perceba que o produto dos imaginarios i,j,k se comporta como um produto vetorial.

Insper




A base canonica dos quatérnios \‘

O conjunto {1, i, j, k} forma uma base dos quatérnios,
pois todo quatérnio pode ser escrito como uma
combinacao linear desses elementos.

Note que se trata de uma base ortonormal.

Lembre que os vetores de uma base ortonormal sao dois
a dois ortogonais e tém comprimento unitario.

35 Insper



Como representar quaternios

q = ¢ +ait +q;] + qrk
q = (g, G 95, Q)
q = q Tq

Definicao:

Para um quaternio g, + q, dizemos que g, € a parte
escalar e q € a parte vetorial.

36
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Multiplicacao de Quatérnios

Podemos representar o produto de quatérnios de diversas
formas:

pa = (pr +pit +pij + prk)(gr + @it + g5 + qik)
= (prqr — 0i% —Piq; —pPrar) + (. )i+ (... )j+ (... )k

Uma forma de representar o produto de quatérnios € usando a
representacao de produtos escalares e produtos vetoriais:

pA=p:q¢ —P-q+0q —¢P+PXq

Insper
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Quaternios

Nao sao comutativos

J:0; # 920,

Porém manipulacdes usuais sao validas

(9:9,)a3 = 91(q205)

(9:+0)d3 = d:03+0,05
d:(d;+0s) = 0;9,10,03

Md;+0y) = AgytAd, (A € escalar)

(Md1)d, = M010,) = d1(rd,) (A € escalar)

Insper



Conjugado

Seja z um nimero complexo.

z € C; Lé — se z pertence ao conjunto dos nimeros complexos
Entao temos que 0 NOSso ndmero z é escrito da seguinte forma:

z=Xx+yi,ouem forma decoordenadaz = (x,y)

O conjugado do niimero z é representado por 7, e para obtermos este conjugado, basta trocarmos o sinal da
parte imaginaria do nimero z, sendo assim:

Z=x—yi,ouem formadecoordenadaz = (x,-y).

Propriedades

* |z| = |z| (O médulo do conjugado de um nimero € o mesmo modulo do nimero)

« 2.z = |z|2 (o produto de um namero pelo seu conjugado & o quadrado do médulo do namero)
e z+ z = 2Re(z) (a soma de um numero ao seu conjugado é o dobro da parte real do nimero)
e z— 2z =2Im(z) (asubtragdo de um nimero ao seu conjugado é o dobro da parte imaginaria do nimero)

Insper
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Conjugado

Conjugado de um quaternlo

git — q;] — qrk

79 = (¢» +q)(gr — q)

q= qr —
Assim:

97 = ¢’

qq = ¢

97 = q
Mddulo:

+¢9—¢,9—qq
+qq—qxq

+q; + i +a

40
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Propriedades algébricas dos quatérnios

a4
q/°

Inverso de um quatérnio: 9
Quatérnio unitario: |g| =1

. . -1 _ =
Inverso de um quatérnio unitario: ¢ = @

41
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Quatérnios e Rotacoes

Rotacoes sao representadas por quatérnios unitarios

q = ¢ + it +q;7 + qrk
2 2 2 2 __
4 +q; +q, +q =1

® Quatérnios unitarios vivem em uma superficie esférica unitaria no R*
e Os quatérnios g e -q representam a mesma rotagao

® A rotacao nula (identidade) é o quatérnio = 1

Lessons by Grant Sanderson Technology by Ben Eater Insper


https://youtube.com/3blue1brown
https://eater.net/

Rotacao de Quatérnios unitarios

Uma rotacao € definida por um eixo u com uma rotacao 6.

eixo — [u:r.: Uy 'Ufz]
angulo = 6

Um quatérnio tera a parte escalar igual a cosseno(68/2) e sua
parte imaginaria (indicada por um ponto no espago) como o0s
eixos multiplicados pelo seno(6/2) e os respectivos valores
imaginarios.

— ﬁ + sin E U7 + sSin E U,J + Sin E u,k
q— COS 2 2 T 2 yj 2 =

Insper
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Quaternios Unitarios e Rotagdes \‘

Para trabalharmos com a rotagao por quatérnios, precisamos
deles normalizados:

G — g +qit +q;7 + qrk

\/qf @ +q;+q

Sua rotacao pode ser realizada pela operacao:

rot(v) = q-v-q "

Insper
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Representacao Quatérnios em Coord. Homogéneas\‘

Na pratica:

L 07

g [, sin :

Il

L qj Uy sin 5
§=qi+qi+aktg=|"|= .
dk U, Sin 5

0

_QT_ i COS E il

O que leva uma matriz de rotacgao:

1-2 (q_? + q,%) 2(9iq; — axqr)  2(qiqr + 959r)
2(gig; + arar) 1-2(¢7 +a7) 2(¢5ar — 4
2(qiqk — i) 2(qjgr + @igr) 1 —2 (qf + qf)

0 0 0

- O O

A definicdo acima armazena quaternion como uma matriz seguindo a convencgéo usada em (Wertz 1980) e (Markley 2003)*

Insper
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